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(1) [Sakurai 2.36, adapt.] Um elétron se move na pre-
sença de um campo magnético uniforme na direção z
(B = Bẑ). (a) Encontre [Πx,Πy] em que Πi = pi− eAi.
(b) Pela comparação do Hamiltoniano e das relações de
comutação obtidas no item “a” com aqueles do oscila-
dor unidimensional, mostre como nós podemos escrever
imediatamente os autovalores de energia como

Ek,n = h̄2k2

2m +
(
|eB|h̄
m

)
(n+ 1/2) (1)

em que h̄k é o autovalor contínuo do operador pz e n é
um inteiro não negativo incluindo o zero.

(2) Encontre uma desigualdade de Bell e alguma viola-
ção sua para o caso de duas partícula emaranhadas de
spin-1. Compare com os colegas para ver quem consegue
a maior violação da desigualdade.

(3) [Sakurai 5.1] Um oscilador harmônico simples (em
uma dimensão) está sujeito à perturbação λH1 = bx
com constante real b. (a) Calcule o desvio de energia
do estado fundamental à ordem não nula mais baixa.
(b) Resolva este problema exatamente e compare o re-
sultado obtido no item “a”. Você pode usar sem provar
que:

〈u′n|x|un〉 =
√

h̄

2mω
(√
n+ 1δn′,n+1 +

√
nδn′,n−1

)
.

(2)

(4) Encontre a contribuição do termo de spin de uma
partícula em um campo magnético para a corrente da
equação da continuidade. Reconcilie este fato com a
corrente de magnetização ∇× (ψ†µψ).

(5) [Sakurai 5.20] Estime a energia do estado fundamen-
tal de um oscilador harmônico simples unidimensional
usando 〈x|0̃〉 = exp(−β|x|) como função de ensaio com
β a ser variado. Você pode usar que:∫ ∞

0
exp(−αx)xndx = n!

αn+1 . (3)

(6) A partir da equação (H0 +λV )|n〉 = En|n〉 demons-
tre que o fator de normalização é Zn = ∂En/∂E

(0)
n . A

partir deste resultado, qual é a primeira correção não
nula à normalização? Com esta correção, qual é a pro-
babilidade de encontrar o estado não perturbado |k(0)〉
no estado perturbado |k〉 correspondente?

(7) [Sakurai 5.32, adapt.] Considere o problema do po-
sitrônio que você resolveu no Cap. 3, Probl. 3. O termo

de spin-órbita neste caso não é facilmente encontrado
a partir de considerações do eletromagnetismo clássico,
pois não podemos dizer que uma das partículas está pa-
rada. Então consideraremos l = 0. Na presença de um
campo magnético B uniforme e estático ao longo do eixo
z, o hamiltoniano é dado por:

H = AS1 · S2 + eB

m
(S1z − S2z). (4)

(a) Resolva este problema para obter os níveis de energia
de todos os quatro estados usando teoria de perturba-
ção independente do tempo para o caso degenerado (ao
invés de diagonalizar a matriz Hamiltoniana). Veja o
primeiro e o segundo termos na expressão para H como
H0 e V respectivamente. Compare o seu resultado com
as expressões exatas

E = − h̄
2A

4

1± 2

√
1 + 4

(
eB

mh̄A

)2
 (5)

para m = 0 (tripleto ou singleto) e

E = h̄2A

4 (6)

para m = ±1 (tripleto). (b) Encontre os autoestados
em primeira ordem.

(8) Considere o hamiltoniano abaixo:

H = ε

(
0 0
0 1

)
+ λ

(
0 1/2

1/2 0

)
(7)

(a) Usando teoria de perturbação até segunda ordem,
encontre os desvios de energia quando λ � ε. (b) Re-
pita o item (a) para o caso λ � ε. (c) Encontre o raio
de convergência das séries dos itens anteriores.

(9) [Sakurai 5.10, adapt.] Considere uma partícula sem
spin em um poço quadrado infinito bidimensional:

V =
{

0 para 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ L,
∞ alhures.

(8)

As soluções deste sistema são:

ψ(x,y) = 2
L

sen
(nxπx

L

)
sen
(nyπy

L

)
(9)

com energias (n2
x + n2

y)h̄2π2/(2mL2). É introduzida a
perturbação V1 = λxy. Considere os três estados de me-
nor energia.
(a) É o desvio de energia devido à perturbação linear ou
quadrático em λ para cada um dos estados?
(b) Obtenha expressões para os desvios de energia dos
três estados menos energéticos com precisão de ordem

1Pequenas modificações em 2018/Junho/12: foi alterado o hamiltoniano na questão 31; a questão 35 foi completada; a questão 36 foi
corrigida: λ virou β.

1



λ. (Você não precisa fazer as integrais que podem apa-
recer.)
(c) Desenhe um diagrama de energia com e sem a per-
turbação para os três estados de energia. Garanta que
esteja especificado qual estado não perturbado está co-
nectado a qual estado perturbado.

(10) [Weinberg 5.1] Suponha que a interação do elé-
tron com o próton no átomo de hidrogênio produz uma
uma mudança na energia potencial do elétron da forma
∆V (r) = V0 exp(−r/R), em que R é muito menor do
que o raio de Bohr aB . Calcule o desvio de energia dos
estados do hidrogênio 2s e 2p, em primeira ordem em
V0.

(11) [Sakurai 2.33, adapt.] Mostre que o formalismo
da mecânica ondulatória aplicado ao problema de inter-
ferência quântica induzida pela gravitação discutido na
seção 2.6 também leva à expressão para a diferença de
fase dada por:

δφ = −m
2
ngl1l2λ sin δ

2πh̄2 (10)

(12) Calcule 〈r×Π〉n=2,l,m no caso de um campo mag-
nético constante B = Bz.

(13) [Sakurai 5.4, adapt.] Considere um oscilador
harmônico isotrópico em duas dimensões. O hamilto-
niano é dado por:

H0 = p2
x + p2

x

2m + mω2

2 (x2 + y2) (11)

A energia dos estados são: En = (n+ 1)h̄ω e as degene-
rescências são: n+ 1. Aplica-se a perturbação

V = δmω2xy (12)

em que δ é um número adimensional muito menor do
que a unidade.
(a) Encontre o autoestado de energia em ordem zero e a
correspondente energia em primeira ordem de teoria de
perturbação para os três estados com menores energias.
(b) Resolva o problema H0 + V exatamente. Compare
com os resultados da teoria de perturbação obtidos no
item “a”. Você pode usar a fórmula:

〈n′|x|n〉 =
√

h̄

2mω
(√
n+ 1δn′,n+1 +

√
nδn′,n−1

)
(13)

(14) Repita o cálculo da contribuição total de estrutura
fina (interação spin–órbita mais correção relativística ci-
nética) para o caso j = l − 1/2.

(15) [Sakurai 5.11, adapt.] A matriz hamiltoniana
para um sistema de dois níveis pode ser escrita como
(E(0)

2 > E
(0)
1 ):

H =
[
E

(0)
1 λ∆
λ∆ E

(0)
2

]
. (14)

A solução exata deste problema são as energias:

E1,2 =
E

(0)
1 + E

(0)
2 ∓

√(
E

(0)
2 − E(0)

1

)2
+ 4λ2∆2

2 (15)

e os autoestados não normalizados:

χ1 =
[

1
λ∆

E1−E(0)
2

]
e χ2 =

[
λ∆

E2−E(0)
1

1

]
. (16)

(a) Supondo que λ|∆| � |E(0)
2 − E(0)

1 |, resolva o pro-
blema usando teoria de perturbação independente do
tempo até primeira ordem para os autoestados de ener-
gia e até segunda ordem para as autoenergias. Compare
com a solução exata.
(b) Suponha que as duas energias não perturbadas são
quase degeneradas, isto é; |E(0)

2 −E
(0)
1 | � λ|∆|. Mostre

que a solução exata se parece com o que você esperaria
aplicando a a teoria de perturbação degenerada a este
problema com E

(0)
2 = E

(0)
1 .

(16) Demonstre a equivalência do formalismo de inte-
gral de caminho e a eq. de Schrödinger.

(17) [Sakurai 5.9] Um elétron (desconsidere o spin) do
orbital p caracterizado por |n, l = 1,m = ±1,0〉 está so-
bre a ação do potencial V = λ(x2 − y2).
(a) Encontre os autoestados que diagonalizam a pertur-
bação. Você não precisa calcular os desvios de energia
em detalhe, mas mostre que a degenerescência tripla ori-
ginal está agora removida completamente.
(b) Porque V é invariante sob a reversão temporal e
porque agora já não há degenerescência, nós esperamos
que cada autoestado do item “a” vá para si mesmo (a
menos de uma fase) sob a reversão temporal. Verifique
esta afirmação explicitamente.

(18) Calcule o efeito Stark linear do átomo de hidrogê-
nio para o caso n = 3 e m = 0.

(19) [Sakurai 5.16, adapt.] Considere uma partícula
ligada a um centro fixo por um potencial V (r) esferica-
mente simétrico.
(a) Prove que:

|ψ(0)|2 = m

2πh̄2

〈
dV

dr

〉
(17)

para todos os estados s, fundamental ou excitados.
(b) Confira esta relação para o estado fundamental de
um oscilador isotrópico tridimensional. Você pode usar:

ψ0(x) =
(mω
πh̄

)1/4
e−

mωx2
2h̄ (18)

(c) Confira esta relação para o estado fundamental do
átomo de hidrogênio. Você pode usar:

R(r′) = 2
a

3/2
0

e−r
′/a0 (19)

(20) Usando a aproximação semiclássica, em particu-
lar a regra de quantização, encontre as energias do poço
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quadrado infinito unidimensional, do oscilador harmô-
nico unidimensional e do átomo de hidrogênio (parte
radial) para l = 0 e para l > 0.

(21) [Sakurai 2.34, adapt.] (a) Demonstre as relações:

[Πi,Πj ] = ih̄qεijkBk (20)

m
d2r
dt2

= q

[
E + 1

2

(
dr
dt
×B−B× dr

dt

)]
(21)

(b) Obtenha a equação da continuidade na presença de
campo magnético e encontre o fluxo de probabilidade j.

(22) Encontre a energia do estado fundamental de um
oscilador harmônico unidimensional usando o método
variacional em a tendo como chute:

ψ(x) =
{

0, |x| > a

x2 − a2, |x| < a
(22)

(23) [Schiff 3a ed., 8.4] Um sistema de três níveis pode
ser representado pela matriz hamiltoniana:E1 0 a

0 E1 b
a∗ b∗ E2

 (23)

em que E2 > E1. As quantidades a e b devem ser
consideradas perturbações de mesma ordem e peque-
nas quando comparadas com E2 − E1. (a) Use teoria
de perturbação não degenerada em segunda ordem para
encontrar os autovalores perturbados. (É correto este
procedimento?) (b) Diagonalize a matriz para encon-
trar os autovalores exatos. (c) Finalmente, use teoria de
perturbação degenerada em segunda ordem. Compare
os resultados obtidos.

(24) Considere o seguinte oscilador anarmônico unidi-
mensional:

H = p2
x

2m + mω2x2

2 + λx4 (24)

(a) Encontre o estado de menor energia em primeira or-
dem de perturbação em λ.
(b) Encontre o primeiro estado excitado em primeira or-
dem de perturbação em λ.
(c) Para que a diferença entre as energias dos dois es-
tados acima continue sendo h̄ω, o que deve ser feito?
(d) Com a correção do item “c”, qual é a diferença de
energia entre o primeiro e o segundo estados excitados
(em primeira ordem em λ)?

(25) [Sakurai 2.35, adapt.] Considere o hamiltoniano
de uma partícula sem spin de carga q. Na presença de
campo magnético estático, os termos de interação são
gerados pela substituição:

p→ p− qA (25)

em que A é o potencial vetorial. Se o campo é uniforme
e aponta na orientação positiva de z, encontre o hamil-
toniano dependente do momento angular L e discuta o
significado de cada termo.

(26) Considere que uma partícula está confinada em um
anel fino centrado na origem de raio r e com o hamilto-
niano dado por:

H = − h̄2

2mr2 ∂
2
φ + mω2r2

8 (3 + cos(4φ)) (26)

Quais são as correções de primeira ordem aos quatro es-
tados de menor energia quando o termo com o cosseno
é a perturbação? Compare com a solução exata.

(27) [Sakurai 5.21, adapt.] Usando o método variacio-
nal, encontre uma estimativa para o menor autovalor λ
da equação:

d2ψ

dx2 + (λ− |x|)ψ = 0 (27)

com a função-chute:

ψ =
{
α− |x|, se |x| < α

0, se |x| > α
(28)

sabendo da seguinte informação:
d2|x|
dx2 = 2δ(x). (29)

(28) No teletransporte de uma partícula 1/2, foram ne-
cessárias duas medidas. Com apenas uma medida, seria
possível transmitir parcialmente a informação contida
no estado? Algo como apenas a fase relativa entre c1 e
c2 ou o módulo |c1|?

(29) [Merzbacher (2a ed.) 17.11] Usando o hamiltoni-
ano de um elétron atômico em um campo magnético,
determine, para um estado de momento angular igual a
zero, o desvio na energia a ordem B2, se o sistema está
um um campo magnético uniforme representado pelo
potencial vetorial A = B× r/2. Definindo a suscetibili-
dade diamagnética atômica χ a partir de E = −χB2/2,
calcule χ para um átomo de hélio no estado fundamen-
tal e compare com o resultado medido: −1,43×1013 m3.
Você pode usar

ψ(r1, r2) = Zeff

πa3
0

exp
(
−Zeff(r1 + r2)

a0

)
(30)

em que Zeff = 2− 5/16.

(30) Analisando a renormalização do estado |k〉 em teo-
ria de perturbação, qual é a primeira diferença entre os
casos degenerado e não degenerado? Escreva as equa-
ções nas quais a diferença ocorre.

(31) [Merzbacher (2a ed.) 17.1] O hamiltoniano de um
rotor rígido em um campo magnético perpendicular ao
eixo x é da forma AL2 +BLz +CLy, se os termos qua-
dráticos no campo são negligenciados. Supondo B � C,
use a teoria de perturbação em ordem não nula mais
baixa para encontrar os autovalores de energia aproxi-
mados.
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(32) Considere que um sistema de dois níveis seja pre-
parado em um estado c+|+〉 + c−|−〉. O sistema está
em contato com um sistema muito maior (um banho),
de tal forma que, após um certo tempo, o estado é dado
por: c+|+〉+eiφc−|−〉 com probabilidade dada por uma
distribuição gaussiana em φ. Encontre a nova matriz
densidade e discuta o que deve acontecer quanto t→∞.

(33) [Sakurai 5.13 ou Gottfried & Yan 5.12, adapt.] Cal-
cule o efeito Stark nos níveis do hidrogênio 2S1/2 e 2P1/2
sob um campo ε suficientemente fraco tal que eεa0 é pe-
queno em comparação com a estrutura fina, mas leve o
desvio de Lamb δ = 1057MHz em consideração (isto é,
ignore 3P1/2 neste cálculo). Mostre que para eεa0 � δ,
os desvios de energia são quadráticos em ε, ao passo que
para eεa0 � δ eles são lineares em ε. (A integral radial
que você precisa é 〈2s|r|2p〉 = 3

√
3a0.)

(34) O termo relevante da expansão em série de Tayor
que produz a correção de estrutura fina de Darwin é
dado por:

HDarwin = (∆r)2

6 ∇2V (r) (31)

Encontre e interprete fisicamente (∆r)2.

(35) [Sakurai 2.31, adapt.] A expressão para a ação
clássica para um oscilador harmônico simples para um
intervalo de tempo finito é dada por:

S(tn, tn−1) =
∫ tn

tn−1

dt

2
(
mẋ2 −mω2x2) (32)

Construa 〈xn,tn|xn−1, tn−1〉 para um oscilador harmô-
nico simples usando a prescrição de Feynman para
tn − tn−1 = ∆t pequeno. Mantendo apenas termos até
a ordem de (∆t)2, mostre que este resultado está em
completa concordância com o limite t− t0 → 0 do pro-
pagador dado por:

K(x,t;x0,t0) =
√

mω

2πih̄ sin(ω(t− t0))

× e
imω

2h̄ sin(ω(t−t0)) [(x2+x2
0) cos(ω(t−t0))−2xx0] (33)

(36) Considere um poço quadrado infinito entre −a <
x < a. Se você achar que é mais fácil, faça a = 1. (a)
Encontre β e o erro do cálculo da energia com o método
variacional dada a função-chute não normalizada

f1(x) = x(|a|β − |x|β). (34)

(b) Dada a aproximação f0(x) = |a|α − |x|α com α =
(1 +

√
6)/2 para o estado fundamental, monte uma fun-

ção f2(x) = (|a2|γ − |x2|γ) − c|a|γ(|a|γ − |x|γ) que seja
ortogonal à f0(x). (c) Minimize H2 e encontre γ e o
erro da energia.

(37) [Sakurai 5.18] Calcule o efeito quadrático de Zee-
man para o estado fundamental do átomo de hidrogênio
devido ao termo do hamiltoniano (usualmente negligen-
ciado) e2A2/(2me) em primeira ordem. Escreva o desvio

de energia como ∆ = − 1
2χB

2 e obtenha uma expressão
para a susceptibilidade magnética χ.

(38) Considere uma partícula movendo-se em uma di-
mensão com energia potencial dada por:

V (x) =


∞ se x < 0
0, se 0 < x < L

V0 + F0(L− x), se L < x

(35)

A energia do estado fundamental no poço é aproximada-
mente a mesma de um poço infinito (ou seja, V0 é muito
grande). Calcule a probabilidade por unidade de tempo
de uma partícula escapar do poço usando a aproximação
semiclássica. A partir deste valor, encontre a meia vida
do estado no poço. Quando esta aproximação é válida?

(39) [Sakurai 2.37] Considere um interferômetro de nêu-
trons em que as partículas seguem os caminhos A e B
de mesmo tamanho, mas no caminho A são expostas em
um trecho de tamanho l à um campo magnético cons-
tante B. Prove que

B = 8π2h̄

|e|gnλl
(36)

é o campo necessário para produzir dois máximos suces-
sivos nas taxas de contagens. A constante gn = −1.91
é o momento magnético do nêutron em unidades de
−eh̄/(2mn).

(40) Qual é a primeira correção gravitacional à energia
do estado fundamental do átomo de hidrogênio? Estime
a ordem de grandeza da fração da correção pela energia
do estado fundamental.

(41) [Sakurai 5.5, adapt.] Encontre V00, V20 e Vk0(k 6=
0 ou 2) para o oscilador harmônico unidimensional dado
por

H0 + λV = p2
x

2m + mω2x2

2 + ε
mω2x2

2 . (37)

(42) Encontre o propagador no caso de um poço de po-
tencial infinito.

(43) [Sakurai 5.32’] Repita o problema 7 [Sakurai 5.32,
adapt.] acima, mas com o hamiltoniano do átomo de
hidrogênio:

H = AS1 · S2 + eB

me
S1z (38)

em que S1 é o spin do elétron, enquanto que S2 é o spin
do próton, que aparece na correção hiperfina.

(44) [Sakurai 5.14, adapt.] É dado o nível n = 3 do
átomo de hidrogênio, ignoradas as correções de estru-
tura fina. Encontre os desvios de energia e às correções
aos autoestados devidos ao efeito Stark à menor ordem
não nula.

(45) [Merzbacher (2a ed.) 17.17 & Sakurai 5.6] Um os-
cilador harmônico simples levemente anisotrópico tem
ω = ωx = ωy ≈ ωz. Uma partícula carregada move-se
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no campo deste oscilador e também está exposta a um
campo magnético uniforme na direção do eixo x. Su-
pondo que o desdobramento de Zeeman é comparável
ao causado pela anisotropia, mas pequeno quando com-
parado com h̄ω, calcule até primeira ordem as energias
das componentes do primeiro estado excitado. Discuta
os variados casos limites.

5


