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(1) Suponhamos por um momento que os harménicos
esféricos para momento angular semi-inteiro [ = 1/2
existam e sejam dados por us o< e¥9/2/sinf. Calcule
Liuy e explique o resultado.

(2) [Sakurai 3.2, adapt.] Considere a matriz 2x2 defi-
nida por:

ag +10-a

U= (1)

ag— 10 -a
em que sao reais ag e as componentes do vetor tridimen-
sional a.

(a) Prove que U é unitdria e unimodular.

(b) Em geral, uma matriz unitdria unimodular repre-
senta uma rotacao em trés dimensoes. Encontre o eixo
e o angulo de rotagao apropriados para U em termos de
ap, a1, az € aq.

(3) Usando um multiplicador de Lagrange, mostre que
a entropia é maxima para o conjunto completamente
aleatorio e encontre o que é o multiplicador de Lagrange.

(4) [Sakurai 3.11, adapt.] Considere um conjunto de
sistemas de spin 1. A matriz densidade agora é uma
matriz 3 x 3. Quantas varidveis reais s@o necessarias
para caracterizar a matriz densidade? O que deve ser
conhecido além de [S;], [Sy] e [S:] para caracterizar o
conjunto completamente? (Inclua a demonstragao.)

(5) Considere um sistema composto de dois subsistemas
de spin 1/2 (A e B). Encontre o operador densidade re-
duzido pa = Trp(p) = >_,, . (mpslplmp) nos casos em
que |a) = [++) e |a) = (|++)+|——))/v2. No segundo
caso, p e pa descrevem estados puros ou mistos?

(6) [Sakurai 4.3, adapt.] Sabe-se que um estado
quantico |a) é um autovetor simultineo de dois ope-
radores hermitianos que anticomutam: AB + BA = 0.
O que vocé pode dizer sobre os autovalores de A e B
para o estado ¥? Ilustre seu argumento usando o ope-
rador paridade (que pode ser escolhido de tal maneira
que satisfaga ™ = Tl = 7rT) e o operador momento p,.

('7) [Schiff 7.5, 7.6] (a) Mostre que os elementos de ma-
triz de r para estados que sao rotacionados pela rotacao
infinitesimal 0, d¢ sao iguais aos elementos de matriz
correspondentes de rg = r + i X rd¢ para estados que
nao foram rotacionados. (b) Repita o item anterior para
os elementos de matriz de J.

(8) [Sakurai 4.4, adapt.] Uma particula de spin 1/2
estd em um estado ligado a um centro fixo por um
potencial esfericamente simétrico. (a) Expresse (o -
I')@l]:T)l/Q’mzl/2 em termos de outros %7™. (b) Mos-
tre que o resultado do item “a” pode ser entendido a

partir das propriedades de transformacgao do operador
(o - r) sob rotagoes e inversao espacial.

(9) Considerando as matrizes unimodulares unitdrias,
(a) mostre a relagao:

U(al, bl)U(GQ, bg) = U(a1a2 - blbz,ale + a;bl) (2)

(b) Calcule explicitamente o determinante da matriz re-
sultante. (c¢) Encontre a inversa de U(aq,b1) a partir da
relagao acima.

(10) [Sakurai 4.7, adapt.] (a) Seja ¥ (r,t) a funcéo de
onda de uma particula sem spin correspondendo & uma
onda plana em trés dimensées. Mostre que *(r, —t) é
a fungao de onda para a onda plana com a orientagao
do momento revertida.

(b) Seja x(f1) o autoespinor de duas componentes de
o - com autovalor +1. Usando a forma explicita de
x(f) (em termos dos angulos polar e azimutal § e v
que caracterizam 1), verifique que —ioox*(f1) é o au-
toespinor de duas componentes com o sentido do spin
revertido.

(11) Encontre a transformagao unitdria que relaciona
a representacao adjunta com a de spin-1 para o grupo
SU(2).

(12) [Sakurai 4.11, adapt.] Uma particula sem spin esté
submetida a um potencial (real) que a localiza préxima
a origem e nao ha degenerescéncia no espectro do ha-
miltoniano. Encontre (L) para qualquer autoestado de
energia.

(13) Calcule os coeficientes de Clebsch-Gordan no caso
de adigao de trés particulas de spin-1/2.

(14) [Sakurai 3.10, adapt.] (a) Prove que a evolugao
temporal do operador densidade p (na descrigdo de
Schrodinger) é dada por:

p(t) = % (t,to)p(to) % 1 (t, to) (3)

(b) Suponha que nés temos um conjunto puro a ¢t = 0.
Prove que ele nao pode evoluir para um conjunto misto,
desde que a evolucao temporal seja governada pela
equagao de Schrodinger.

(15) No caso de um oscilador harmoénico tridimensional:

P2 mw?r?

H= 5 T g (4)
(a) Escreva as solucoes ¢(r) em termos das solugoes do
oscilador harménico unidimensional u,(z). (b) Encon-
tre as energias possiveis e as suas respectivas multipli-
cidades. (c) Encontre os elementos (ng,n,,n,|k,1,m)
para o caso em que E = %wﬁ.




(16) [Sakurai 3.16, adapt] Uma particula em um po-
tencial simétrico esfericamente estd em um autoestado
de L% e L, com autovalores [(I + 1)h% e mh, respectiva-
mente. Prove que o valor esperado entre estados |I,m)
satisfazem:

(L) = (L) =0, (5)

11+ 1)h* — m2h?

2 2
(Ly) = (Ly) =
Interprete este resultado semiclassicamente.

(17) (a) Encontre o valor esperado de J2 para o es-
tado |j,m,) a partir dos operadores J1. (b) Verifique a
relacao de incerteza entre J, e Jy para o caso m, = j.

(18) [Sakurai 3.22, adapt.] Considere um sistema com
j=1.
(a) Escreva explicitamente em forma matricial:

(3 =1,m|Jylj =1,m) (7)

(b) Encontre uma expressao polinomial de segundo grau
em J, para e~ */vB/h,
(¢) Usando o resultado do item “b”, encontre dV=1(3).

(19) Se por teimosia nao se quer trabalhar com a ma-
triz densidade e tenta-se definir o estado "nao polari-
zado” para spin-1/2:

|a> = |SZ7+> + |Sz, _> + |Sm7+> + |Sa:; _>
+ 1Sy, +) + 1Sy, —) (8)

(a) Normalize este estado. (b) Calcule o valor esperado
de S,. (c) Encontre os dngulos 6 e ¢ que definem este
estado.

(20) [Sakurai 4.9, adapt.] Faga ¢(p’) ser a funcao de
onda no espago de momento para o estado |a), isto é,
o(p') = (p'|a). E a funcdo de onda no espaco de mo-
mento para o estado revertido temporalmente O|«) dada
por ¢(p'), ¢(—p’), ¢*(p’) ou ¢*(—p")? Justifique sua
resposta.

(21) Considere o hamiltoniano bidimensional:

2 .2 4, .4
_ P tpy +mw?? tY

H 2
2m 2af

9)

(a) Encontre [H,L,]. (b) Qual é o grupo de simetria do
hamiltoniano? (c¢) De agora em diante, considere que
a particula estd confinada em um anel fino centrado na
origem de raio r = ag. Solucione a parte azimutal exa-
tamente. (d) Desenvolva a aproximacao de primeiros
vizinhos, encontre A e discuta o quao boa é a apro-
ximacao.

(22) [Sakurai 3.3, adapt.] E dado o hamiltoniano depen-

dente do spin para um par elétron-pésitron na presenca
de um campo magnético uniforme na diregao z:

H=A8¢7) .56 4 B (st =sED) (10
m

e também o estado de spin é dado por XS_E )X(_eﬂ.

(a) Suponha A = 0; o estado acima ¢ autoestado do ha-
miltoniano? Se sim, encontre o autovalor de energia; se
nao, encontre o valor esperado do hamiltoniano.

(b) Suponha B = 0; repita o item (a).

(23) [Messiah 13.12] Considere uma particula de spin
1/2. Mostre que no subespagos dos estados de momento
angular orbital dado por [, os operadores:

(I+1)+2L-S/h? I —-2L-S/h? (11)
(2141) ’ (20+1)
sao projetores nos estados de momento angular total
j=1+1/2ej=1-—1/2 respectivamente.

(24) [Sakurai 3.7, adapt.] (a) Qual é o significado da
seguinte equagao:

U TAU = ZszAz (12)

em que os trés Ay sdo matrizes?
(b) Mostre a transformagao dos elementos de matriz
(m[Ay|n).

(25) [Weinberg 4.5] Uma particula de spin 3/2 decai
em um nucleon e um pion. Considere que a paridade
é conservada neste decaimento. Mostre como a distri-
buigao angular no estado final (sem que os spins sejam
medidos) pode ser usada para determinar a paridade da
particula que decai.

(26) [Sakurai 3.15, adapt.] A fungdo de onda de uma
particula sujeita a um potencial esfericamente simétrico
V(r) é dada por:

¥(r) = (z+y+32)f(r). (13)

(a) Mostre quais sdo os valores de [ que podem ser obti-
dos quando aplicamos & funcao de onda o operador L2.
(b) Quais sdo as probabilidades para a particula ser en-
contrada para os diferentes estados de m;.

(c¢) Suponha que de alguma maneira seja conhecido que
1(r) é um autoestado de energia com autovalor E. In-
dique como V' (r) poderia ser encontrado.

(27) [Messiah 15.8] Mostre que os operadores de
translacgao, rotacao e inversao de paridade comutam com
o operador de reversao temporal e que esta propriedade
nao depende da escolha da fase arbitraria envolvida na
definicao do operador de reversao temporal.

(28) [Sakurai 4.2, adapt.] (a) O operador translagéo
comuta com o operador paridade? Mostre.

(b) O operador rotagdo comuta com o operador pari-
dade? Mostre.

(29) (a) Se © = UK, encontre U na representacao de
momentum linear, na qual vale Kp|p') = |p’). (b) Mos-
tre o efeito de Kp|r’).

(30) [Sakurai 4.12, adapt.] Para uma particula de spin
1 com hamiltoniano dado por:

H=AS2+B(S: - 52) (14)



(a) Deduza (por célculo ou por argumentos fisicos) se o
hamiltoniano é invariante frente & reversao temporal.
(b) Encontre os autoestados normalizados deste hamil-
toniano e mostre como eles se transformam sob a re-
versao temporal.

(31) [Messiah 15.11] Suponha que nds temos um sis-
tema que é invariante com relagao a reversao temporal
0. Seja A um observavel impar com relagdo a © deste
sistema. Mostre que (a) Se um estado estaciondrio é
nao-degenerado, o valor esperado de A com relacdo a
este estado é nulo; (b) o trago da projecao de A no su-
bespaco de qualquer autovalor de energia é nulo.

(32) [Sakurai 3.13, adapt.] (a) Mostre que as matrizes
3x3 dadas por

(Gi)jk = —iheji (15)

satisfazem as relagoes de comutagao de momento angu-
lar.

(33) Usando (n/,l',m'|[L?,[L?, 2]]|n,l,m), encontre os
valores de I e I” em que (n',l’,m'|z|n,l,m) pode ser nao
nulo.

(34) [Sakurai 3.9, adapt.] Construa a matriz densidade
de um conjunto de particulas de spin 1/2 a partir das
médias [S;], [Sy] e [S:].

(35) No contexto de um corpo (ou rotor) rigido, consi-
dere o operador #, = a-J, ou seja, a componente do
momento angular na direcao do eixo principal definido
pelo versor a (os outros eixos sdo b e ¢). (a) Por que ¢,
é invariante sob rotagoes, por que a deve ser um ope-
rador e quanto valem [a, J;] e [_Z,,J;]?7 (b) Encontre
[ Za: 7] (relacoes de comutagao andmalas). (c) Dado o
hamiltoniano

H:é({l‘er{ij/fz) (16)

encontre a equacao de movimento de Heisenberg para o
operador _Z,.

(36) [Sakurai 3.14, adapt.] (a) Usando o fato que
Ju, Jy, J. satisfazem as relagbes de comutacao de mo-
mento angular usuais, prove que J? = J2+J,J_ —hJ,.
(d) Derive a expressao para o coeficiente c_ que aparece
em J_¢jm = C_¢j7m_1.

(37) [Sakurai 4.8, adapt.] (a) Supondo que o hamilto-
niano é invariante sob a reversao temporal, prove que a

funcdo de onda para um sistema sem spin e nao dege-
nerado a qualquer instante de tempo pode ser sempre
escolhida para ser real.

(b) A funcdo de onda de um estado de onda plana para
t = 0 ¢é dada pela funcao complexa e®*/". Por que isso
nao viola a invariancia sob reversao temporal?

(38) [Sakurai 3.18, adapt.] Considere o autoestado de
momento angular orbital |l = 2,m = 0). Suponha que
este estado é rotacionado por um angulo 8 em torno do
eixo y. Encontre a probabilidade de o novo estado ser
encontrado com m = 0, +1, £2.

(39) [Sakurai 4.10, adapt.] (a) Qual é o estado revertido
temporalmente correspondente a Z(R)|j,m)?

(b) Usando as propriedades da reversdo temporal e das
rotacoes, prove:

@(i)* (R) = (_1)m—m’@(j) (R) (17)

m’m —m/,—m

(c) Prove que Olj,m) = i?™|j, —m).

(40) [Sakurai 3.20, adapt.] Nés iremos adicionar mo-
mentos angulares j; = 1 e jo = 1 para formar estados
7 = 0,1,2. Usando ou o método do operador escada
ou a relagdo de recursdo, expresse todos os nove {j,m}
autokets em termos de |j1,j2; m1, mo).

(41) [Sakurai 4.5, adapt.] Por causa de interagoes fra-
cas (de corrente neutra) hd em um dtomo um potencial
que viola a paridade entre o elétron e o nicleo como o
seguinte:

V=2 (5<3> (r)S-p+S- p5<3>(r)) (18)

em que S e p sao os operadores spin e momento do
elétron e o nucleo é suposto que esteja situado na ori-
gem. Como resultado, o estado fundamental de atomos
alcalinos, usualmente caracterizado por |n,l,j,m), na
verdade contem contribui¢des minusculas de outros au-
toestados como o seguinte:

|’I’L,l,j,m> - |nal7jam> + Z Cn’l’j’m’|nlvl/ajlvm/>'
n/l/j/m/

(19)

Com base apenas em consideracoes de simetria, o que
vocé pode dizer sobre {n',l’,j';m'} que dao contribuigdes
nao nulas?

Alteracgoes: 2018/04/27: Questao 1 foi reescrita. In-
cluida na questao 5 a definigao do trago parcial. Questao
29 agora tem item “b”.



